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1. Introduction
本論文の目的は，double weight variety（二重ウェイト多様体）というシンプレクティッ
ク多様体の新たなクラスを導入し，その多様性を調べるとともに，各種の不変量を統一的
見地から考察することである．
(M;!) をコンパクトなシンプレクティック多様体とし，トーラス T が (M;!) にハ
ミルトニアンに作用するものとする．すなわち，作用に付随して，運動量写像  : M !
t = Lie(T ) が存在すると仮定する． の正則値  2 t に対して，M==T :=  1()=T
とおく．この商空間はシンプレクティック商と呼ばれ，各種のモジュライ空間の構成とも
関わり多方面において重要な研究対象とされている．特にその位相的構造や幾何学的構造
を明らかにすることは，シンプレクティック幾何における重要な問題の一つである．
さらに，G をコンパクト単純 Lie 群，T をG の極大トーラス，O を G の余随伴軌
道とする．このとき，O==T は weight variety（ウェイト多様体）と呼ばれ，Knutson に
より [4]で初めて導入された．ウェイト多様体は，G の表現論との関係から，活発に研究
されている．特に，G = SU(n) (n  3) に対するウェイト多様体については，Guillemin-
Lerman-Sternberg による Duistermaat-Heckman 関数の表示 [3]，Goldin によるコホモロ
ジー環の表示 [1]等の結果が知られている．また，A 型以外のコンパクト群に対しては，
一般には orbifold となり，orbifold に対する理論を検証する際のモデル空間としても利用
されている [2]．
一方，O1;O2 を二つの余随伴軌道とし，シンプレクティック商 (O1O2)==T を考え
る．これを double weight variety（二重ウェイト多様体）と呼ぶことにする．O1;O2 お
よび  を取り換えることによりさまざまな空間が得られ，上記のウェイト多様体よりも
多様性のあるクラスである．
本論文では，G = SU(3) に対する二重ウェイト多様体の諸構造に対し，不変量の立
場からアプローチする．特に，重要なシンプレクティック不変量の一つであるシンプレク
ティック体積に着目し，その明示的な公式を与える．この公式から，体積が O1;O2;  に
どのように依存するかが明確になる．またこの結果は，二重ウェイト多様体の他の位相不
変量の決定にも応用される．
さらに，ここで得られた体積公式の適用例として，三つの場合を取り上げ，具体的な
計算結果を述べる．
2. Coadjoint orbits and double weight varieties
G = SU(3) の場合に，余随伴軌道の型について復習し，二重ウェイト多様体の正確な
定義を与える．また，結果を述べるために必要な表現論の準備を行なう．
以降，G = SU(3) とする．T を G の極大トーラス，g,t をG,T の Lie 環，g,t を g,t
の双対空間とする．不変内積により，g = g，t = t と同一視する．特に t  g と見な
す．G の g への余随伴作用の軌道 O を余随伴軌道という．余随伴軌道は自然なシンプ
レクティック構造を持つ．射影 g ! t の制限として得られる写像  : O ! t はO への
T 作用の運動量写像をなす．
W = S3 を Weyl 群，1; 2 2 t を単純ルート，1 = 21 + 2
3
;2 =
1 + 22
3
2 t
を基本ウェイトとする．
このとき，h1; 1i = h2; 2i = 2; h1; 2i =  1; hi;ji = ij を満たす．
t+ = R01 + R02; t++ = R>01 + R>02;
Q = Z1 + Z2; P = Z1 + Z2; P+ = Z01 + Z02
とおく．t+ は W 作用の基本領域をなし，各余随伴軌道 O は t+ とただ 1点で交わる．
つまり，余随伴軌道は t+ の元  によってパラメトライズされる． 2 t+  g を通る余
随伴軌道を O と記す．O は， 2 t++ ならば旗多様体 SU(3)=T と双正則同型であり，
 2 t+   t++ かつ  6= 0 ならば複素射影平面 P2 と双正則同型， = 0 ならば O = f0g
となる．
O1 O2 ! t を (x1; x2) 7! (x1)+ (x2) と定めると，これは O1 O2 への T の
対角作用に対する運動量写像となる．
定義．(O1O2)==T := f(x1; x2) 2 O1O2j(x1)+(x2) = g=T を（G = SU(3)
の）二重ウェイト多様体（double weight variety）と呼ぶ．
M = (O1 O2)==T 上には，自然なシンプレクティック形式 ! = !(1; 2; ) が定
まる．
3. 体積公式
本論文の主結果である，二重ウェイト多様体のシンプレクティック体積 vol(M) に対
する明示的な公式を与える．
我々は，1; 2 2 P+;  2 P の場合を考え，さらに次を仮定する．
(A0)  2 conv.fw11 + w22jw1; w2 2 Wg:
(A1) 8w1; w2 2 W に対して，
hw11 + w22   ; 1i 6= 0; hw11 + w22   ; 2i 6= 0;
hw11 + w22   ; 1   2i 6= 0:
(A2) 1; 2;  2 Q:
我々はシンプレクティック体積
vol(M) =
Z
M
!d
d!

d =
1
2
dimRM

について，以下の具体的な表示を得た．
定理． 1; 2 2 P+ と  2 P が仮定 (A0), (A1), (A2) を満たすとする．このとき
vol((O1 O2)==T ) =
X
w1;w22W
"(w1)"(w2)F (1; 2; ;w1; w2)
が成り立つ．ここで，F (1; 2; ;w1; w2) は
A = hw11 + w22   ; 1i ; B = hw11 + w22   ; 2i;
C = hw1+ w2; 1i ; D = hw1+w2; 2i ( = 1 + 2 = 1 + 2)
に関するある多項式として与えられる．その具体的な表示等の詳細は本論文を見よ．
証明の概略を述べる．Guillemin-Sternberg の定理より，k 2 Z>0 に対して，
vol(M) = lim
k!1
1
kd
Z
M
Td(M)ek! = lim
k!1
1
kd
[Vk1 
 Vk2 : Wk]
が成り立つ．ここで [Vk1 
 Vk2 : Wk] は，G の既約表現のテンソル積 Vk1 
 Vk2 にお
ける，k ウェイト空間 Wk の重複度を表す．[Vk1 
 Vk2 : Wk] を具体的に計算するこ
とにより体積公式を得る．詳しくは，本論文を参照されたい．
ここで得られた体積公式は，より一般の場合である，仮定 (A0), (A1) のみをみたす
1; 2 2 t+;  2 t に対しても成り立つ．
4. 具体例の考察
二重ウェイト多様体の体積を計算するためには，まず運動量写像 O1 O2 ! t の
像，特にその中にあらわれる「小部屋」の分類が必要になる．1; 2 の相対的な関係によ
り，像の様子は極めて多岐にわたる．我々は，以下の場合を考察する．
(1) 1; 2 2 t+   t++   f0g の場合．
(2) 1; 2 2 t+;  2 t に対し， が 1 + 2 に十分近い場合．
(3) 1; 2 2 t+;  2 t に対し， が 0 に十分近い場合．
(1)は，二つの余随伴軌道がともに複素射影平面 P2 の場合であるため，比較的易しい
状況であるが，基本的な例として位置づけられる．また，得られた結果はトーリック幾何
との関連からも興味深い．一方，(2),(3)は，組み合わせ論的にもより複雑になり，二重
ウェイト多様体として多様な空間が現れる．
これら (1)(2)(3)の場合に対しては，像の分類を（体積の計算のために必要な範囲内で）
完全に行なうことができる．詳しい結果は，本論文に記述してあるのでそちらを参照され
たい．ここでは，(1) の場合のみ結果を述べる．
(1a) 1 = 3u1 = u(21 + 2); 2 = 3v1 = v(21 + 2) (u; v 2 R>0) のとき．
像は，以下の三角形の周および内部になる．ただし，頂点およびそれらを結ぶ線分た
ちは，正則でない点の集合を表している．また，(O1  O2)==T の dieo type は各小
部屋内で一定であり， 7! w (w 2 W ) で不変であることを注意しておく．
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α1
α2 α1+α2
u > 2v u = 2v
4’
v < u < 2v u = v
 = x1+ y2 (x; y 2 R) とする． が小部屋 1; 2; 3; 4; 40 内にあるときの体積 vol(M)
は各々 u; v; x; y の多項式として次のように表される．
vol1 = u
2 + 2uv + v2   ux  vx+ xy   y2;
vol2 =  u2 + 4uv + 1
2
v2 + ux  2vx  1
2
x2 + xy   y2;
vol3 =  1
2
u2 + 2uv +
5
2
v2 + uy   2vy   1
2
y2;
vol4 =
9
2
v2;
vol40 =  3
2
u2 + 6uv   3
2
v2   x2 + xy   y2:
(1b) 1 = 3u1 = u(21 + 2); 2 = 3v2 = v(1 + 22) (u; v 2 R>0) のとき．
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u > v u = v u < v
 が小部屋 1; 2; 3 内にあるときの体積 vol(M) は各々 u; v; x; y の多項式として次のよ
うに表される．
vol1 =
1
2
(2u+ v   x)2 = 2u2 + 2uv + 1
2
v2   2ux  vx+ 1
2
x2;
vol2 =
1
2
(u+ 2v   y)2 = 1
2
u2 + 2uv + 2v2   uy   2vy + 1
2
y2;
vol3 =
9
2
v2:
5. 今後の展開
我々は体積 vol((O1 O2)==T ) の表示を得たが，これはコホモロジーの交叉積の母
関数を与える．これから例えば，(O1 O2)==T の Poincare 多項式やQ 係数コホモロ
ジーの積構造がわかる．すなわち，二重ウェイト多様体の（ホモロジカルな）位相不変量
がすべて決定されることがわかる．
今後は，位相的構造よりもさらに精密に，双有理幾何やシンプレクティック幾何を二
重ウェイト多様体に対して展開することが課題である．
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